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ABSTRACT

本工作稿把项目 README的设想整理为可验证的研究命题：在密度与临界序参量有非零重
叠、响应和泛函曲率在相同物理子空间定义的前提下，Legendre对偶把静态临界响应的发散
转化为精确密度泛函Hessian本征值的软化。进一步，只有在适当定义的Kohn–Sham（KS）临
界通道曲率解析、且投影不引入或抵消奇异项时，才能把分数幂归于Hartree–交换关联（Hxc）
核。以二聚化扩展 Hubbard链为候选模型，给出 Ising和三临界 Ising的条件性预测、傅里叶
振幅、有限范围不可精确性命题、矩阵混合修正，以及 ED、DMRG、有限场响应、KS积分和
误差控制方案。本文特别区分约化泛函、全密度泛函和动量依赖本征通道；原文中的平滑密
度导数耦合使这种区分不可省略。已执行的计算仅为六格点 ED与非相互作用 KS核查；尚
无大系统临界指数或 Hxc尾部的数值验证，所有对应图表均明确列为待完成。
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1 论文定位、结论层级与整体结构

1.1 把研究问题写成三个可以分别检验的命题

建议论文暂题为 Quantum Criticality in the Exact Density Functional。待完整 Hxc通道验证后，再考虑 Universal
Critical Nonlocality of the Exact Density Functional。题目中的 universal指临界指数及合适归一化后的振幅关系，
不指微观模型之间完全相同的核振幅。本文是详细研究蓝图，而非已有大规模数值结果的论文。

第一层：全泛函的曲率。在固定粒子数、可微且局部可逆的密度–势映射上，证明 Hessian 与静态响应互逆。
若某响应本征值按临界标度发散，相应全泛函曲率本征值按逆幂趋于零。此结论不需要 KS参考体系。

第二层：Hxc分解。在相同密度、相同密度坐标及相同可逆子空间上，分别计算相互作用与 KS响应，确定
非解析项是否进入 Hxc。KS有带隙只保证响应矩阵本身在实动量附近解析；不能保证它的整个逆矩阵解析，
因为守恒电荷通道的响应会趋于零。

第三层：泛函设计约束。若全密度 Hxc Hessian在固定、空间局域的密度坐标中确有非整数动量幂，固定范围
且二次可微的泛函无法渐近精确地再现该Hessian。对经过非局域投影或消去其他场得到的有效标量核，必须
先证明该投影没有制造非解析性，才可用它证明原始 Hxc泛函的非局域性。

依据与归属：DFT与 KS基础见 [1–4]；Legendre框架见 [5, 6]；临界标度见 [7]。上述三层区分是本项目的组
织方式，并不是这些文献已经完成了本项目的全部结论。

1.2 建议正文：八节加五组附录

节 建议标题 要回答的问题与应交付的证据

I Introduction 四段：强关联泛函的响应问题；DFT–QPT已有联系；缺失的空间
核证据；本文有条件的命题与研究贡献。避免把 Legendre恒等式本
身宣称为新发现。

II Exact functional and re-
sponse

从凹能量和凸对偶推导 Hessian；处理固定粒子数零模、静态
Lehmann和可表示性。正文保留关键证明，谱推导放附录。

III Critical scaling and nonlo-
cality

推出本征曲率指数；给出标量Hxc命题及适用条件；推导分数Lapla-
cian与有限范围命题，放 Gaussian反例。

IV Model and matrix channels 二聚化扩展 Hubbard模型、粒子–空穴对称性、两格点胞、KS带结
构、平滑密度导数耦合。定义每一幅图究竟使用哪一个核。

V Numerical methods and
validation

ED符号和归一化检验；DMRG参数、边界条件、有限场外推、KS
积分、矩阵病态控制。

VI Ising critical kernel 待取得结果后填入：定位临界点；响应与本征曲率标度；KS与Hxc
比较；独立 CFT振幅检验；动量窗与误差条。

VII Controls and extensions 离临界塌缩、一阶两侧、Gaussian、固定范围核的跨尺寸失效；三
临界 Ising为扩展，不能拖延基本结论的检验。

VIII Discussion 哪些层已建立；矩阵混合和坐标依赖限制；对局域/半局域泛函的精
确约束；后续可研究的非局域架构。

A–E Technical appendices A：Legendre与谱表象；B：Fourier/CFT振幅；C：胞坐标和矩阵混
合；D：收敛、误差、原始数据；E：有限范围命题及反例。

正文可控制在约 10–14页，附录容纳详细推导和收敛数据；本工作稿故意比最终正文更详尽。最终英文摘要
可依次写“问题—恒等式—条件性约束—已验证模型—意义”，在 DMRG完成前不写 “we demonstrate numeri-
cally”。
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1.3 研究贡献与已有工作之间的边界

Wu、Nagy等已经把 QPT控制参数、广义密度和纠缠联系起来；2026年 Romera–Nagy的文章是综述性整理，
不能当作新的 Hxc长尾证明 [8–10]。Moreno等已经指出跨相变学习 HK映射较困难，并讨论 Legendre非解
析性 [11]。因此“相变会影响泛函”不构成充分的新颖性。

Aryasetiawan–Gunnarsson已经通过相互作用与 KS响应的逆之差构建核，并明确讨论零模与核的规范自由度
[12]。Cronin等已有可调范围的 Hubbard半局域 Hxc模型 [13]。本项目应争取的新结果是：在明确定义的格
点密度通道中，定量验证普适类所决定的空间动量非解析性及其对泛函导数的限制。有限检索不能证明“文
献中从未出现”；投稿前仍应做前向引用和近邻课题检索。

Mao与 Costa研究中的广义密度主要是横向磁化，对应 Ising能量型算符而非纵向序参量。不能因为名称中有
Ising，就直接把本项目的磁性标度维数 xσ = 1/8用到它们的密度响应 [14, 15]。同样，Cheng–Marianetti的
1-RDM变分泛函与本项目的精确格点标量密度泛函不是同一对象 [16]。

1.4 全篇统一约定

格距 a = 1、h̄ = 1、能量单位 t = 1。L为格点数，M = L/2为晶胞数，D为MPS bond dimension；不再用 χ

表示 bond dimension。q是单格点动量，k = q − π，K = 2k是折叠后的胞动量。v表示外势，vcr表示临界传
播速度；δ为无量纲键二聚化，δh 为状态方程指数，两者不能混用。

全文采用外场项 +
∑

i vini，因而

χij =
∂ni

∂vj
� 0, X = −χ � 0, F (2) = X−1 = −χ−1. (1.1)

式中�指矩阵半定性，不表示每个实空间矩阵元都为负。脚本中变量名 C就是这里的X。所有幂律都对正的
临界响应 Xc 表述；若沿用 README的 χ，其发散振幅应为负。式 (1.1)的完整推导在下一节。

2 从基态能量到临界泛函：逐式推导

2.1 固定内部参数的 Hamiltonian与系综泛函

令 g = (U, V, δ)固定，写作

Ĥg[v] = T̂δ + ŴU,V +
∑
i

vin̂i, Eg[v] = min
Γ

TrΓĤg[v]. (2.1)

Γ是固定粒子数 Hilbert空间上的密度矩阵，满足正性和迹为一。这里二聚化进入动能，故 Ts 也依赖 δ；把
g改变理解为扫描一族泛函，而非对同一个泛函改变外势。式 (2.1)是变分定义。因为每个 Γ对应一个关于 v

的仿射函数，仿射函数的逐点下确界是凹函数，故 Eg 凹。

先对固定密度的态最小化内部能量，再对密度最小化，得

Fg[n] = min
Γ 7→n

TrΓ(T̂δ + ŴU,V ), (2.2)

Eg[v] = min
n

{Fg[n] + v · n},

Fg[n] = sup
v
{Eg[v]− v · n}. (2.3)

第一式的系综混合保证凸性；有限维闭凸定义域上，闭凸对偶给第二行的反变换。在纯态约束搜索中凸性不
自动成立，不能无条件将纯态泛函替换为这个双共轭。对于密度–势映射不唯一或不可微的格点态，变分关系
依然有效，但后续普通 Hessian不一定存在。

依据与归属：式 (2.2)–(2.3)使用 [5, 6]的凸对偶结构。格点可表示性和例外见 [17]；不把连续空间 HK唯一性
直接当作任意有限图上的定理。
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2.2 Hellmann–Feynman、谱响应和符号

在有限系统非简并基态附近，Ĥ|0〉 = E0|0〉。对 vi 求导并用归一化消去态导数项，得到

∂E0

∂vi
= 〈0|n̂i|0〉 = ni. (2.4)

取规范 〈0|∂j0〉 = 0，把微扰后的 Schrödinger方程投影到激发态，逐项解出

|∂j0〉 =
∑
m>0

|m〉 〈m|n̂j |0〉
E0 − Em

. (2.5)

对式 (2.4)的 bra和 ket分别求导，即得

χij = −2Re
∑
m>0

〈0|δn̂i|m〉〈m|δn̂j |0〉
Em − E0

, δn̂i = n̂i − ni. (2.6)

对任意实向量 a，aTχa = −2
∑

m>0 |〈m|
∑

i aiδn̂i|0〉|2/(Em −E0) ≤ 0，与能量凹性一致。这证明了式 (1.1)
的符号。对 τ > 0，插入完备态后每一项含 e−τ(Em−E0)，积分产生能量分母；加上负时间的时序部分得

Xij =

∫ ∞

−∞
dτ 〈Tτδn̂i(τ)δn̂j(0)〉. (2.7)

因此等时相关只含矩阵元权重，静态响应还含激发能倒数。式 (2.7)在有限系统先定义；临界无限系统应保留
有限 L、有限质量或非零动量的红外正则化，不可把发散的实空间时间积分当作普通收敛函数。

依据与归属：这是标准基态线性响应的直接微扰推导；与 [12]的响应谱表示及 [6]的密度有效作用量一致。本
工作只使用静态、平衡、零温极限，不把任意有限频 TDDFT核当作基态能量 Hessian。

2.3 去除零模，再做 Legendre反演

总粒子数固定时，E[v + c1] = E[v] + cN，密度不变；故 χ1 = 0。设 B 的列为允许密度变化空间的一组正
交基，BTB = I、BT1 = 0。若有其他精确零模，也须单独解释并移除。取

P = BBT , x = BT (n− n0), w = BTv, χP = BTχB, XP = −χP . (2.8)

对式 (2.3)中极值条件求导：∂wa
E = xa + (BTn0)a。对最优势随密度的变化使用包络定理，得到 ∂F/∂xa =

−wa（常数参考项不影响 Hessian）。再次求导，并用链式法则 ∂xa/∂wb = (χP )ab，得

∂2F

∂xa∂xb
= −∂wa

∂xb
= −(χ−1

P )ab, K = BX−1
P BT . (2.9)

K 是原始格点坐标上的一个规范固定扩展，满足 K1 = 0。伪逆只是这种子空间逆的表示；不是在无证据时
删除所有小本征值的理由。在密度域边界、简并或非可微点，改用 −v ∈ ∂F 的次梯度关系，先有限尺寸定
义，再研究 Hessian的极限。

2.4 KS分解、Hxc与 Dyson恒等式

固定动能算符，定义非相互作用系综约束搜索 Ts[n]，假定参考密度局部非相互作用可表示。定义

F = Ts + EHxc, vs = v +
∂EHxc

∂n
, fHxc = F (2) − T (2)

s = X−1 −X−1
s = χ−1

s − χ−1. (2.10)

第一式是定义；第二式由相互作用和 KS的 Euler方程相减而来，常势由同一规范消去；第三式分别代入式
(2.9)。独立检验：对 KS密度变化写 δn = χs(δv + fHxcδn)，移项后得

χ = χs + χsfHxcχ, X = Xs −XsfHxcX. (2.11)

乘法顺序不能交换。数值上检查这两个式子的残差，比只比较一条拟合曲线更直接。

依据与归属：KS分解见 [2, 3]；[12]式 (8)、(12)已经给出相应逆响应关系和零模处理。本项目并不声称这个
恒等式是新结果。
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若要另外报告 fxc，必须声明 Hartree约定。对无自旋极化的总密度，一种方便的定义为

EH =
U

4

∑
j

(nj − 1)2 + V
∑
j

(nj − 1)(nj+1 − 1), fH(q) =
U

2
+ 2V cos q, fxc = fHxc − fH . (2.12)

第一项来自 U(n↑ − 1/2)(n↓ − 1/2)的顺磁平均场替换；二阶导产生 U/2，每条邻接键分别贡献两个矩阵方向
V，其 Fourier和为 2V cos q。此局域/邻近项解析，不能消去非整数动量幂。自旋分辨泛函须改用相应自旋矩
阵，不能沿用相同因子。

2.5 一般量子临界标度及密度算符的选择

设临界序参量 ϕ的标度维数为 xϕ，密度含 δnj ∼ Ane
iQjϕ+ · · ·，且 An 6= 0。在空间重标度 b下，τ → bzτ，

连通时空相关满足

G(br, bzτ ; g − gc) = b−2xϕG(r, τ ; b1/ν(g − gc)), 2xϕ = d+ z − 2 + η. (2.13)

第二式是 η的定义。对第一式做空间和虚时 Fourier变换，测度贡献 bd+z，两个场贡献 b−2xϕ，故

Xc(Q+ k, iω; g) = b2−ηX (bk, bzω, b1/ν(g − gc)), (2.14)
ξ = ξ0|g − gc|−ν , Xc(Q+ k, 0; g) = ξpΦ±(kξ), p = 2− η. (2.15)

临界点选 b = |k|−1，并假定此通道无额外主导对数或危险无关变量，得

Xc(Q+ k, 0) = AX |k|−p[1 + o(1)], AX > 0, Kc(Q+ k) = A−1
X |k|p[1 + o(1)]. (2.16)

这里Xc必须是响应本征值，或明确约化问题中的标量响应。后式由前式求倒数，使用 (1+ϵ)−1 = 1−ϵ+O(ϵ2)；
它不适用于把任意矩阵元的倒数当作 Hessian矩阵元。
命题 2.1 (全泛函本征曲率). 若有限系统在规定物理子空间可微可逆，X的一条归一化本征通道在规定极限中
满足式 (2.16)的第一式，则 F (2) 在同一本征向量上的本征值满足第二式。

Proof. 谱分解 X =
∑

a λauau
†
a。在物理空间 F (2) =

∑
a λ

−1
a uau

†
a，故临界本征值为 1/λc。先有限 L取场导

数，再取给定动量与系统尺寸的标度极限，即避免对无限大矩阵先做未定义的逆。

依据与归属：临界标度的理论输入为 [7]。此命题是将已知标度与 Legendre恒等式组合后的条件性推论。若
密度只耦合到另一个算符，应改用该算符 x，其静态幂为 d+ z − 2x，不是机械使用磁性 η。

2.6 有限尺寸、有限场和等时结构因子

取归一化格点模式 ej(q) = eiqj/
√
L，则 X(q) = e†Xe。对于实交错模式 sj = (−1)j，定义总算符 O =∑

j sj(nj − 1)与强度归一化的响应

Xπ = − 1

L

d〈O〉
dλ

∣∣∣∣
0

= − 1

L

d2E[λs]

dλ2

∣∣∣∣
0

. (2.17)

所以未除以 L的 −E′′ 在一维临界点按 L1+p 而非 Lp 增长。一般余弦源 sj = (−1)j cos kj 应除以
∑

j s
2
j；非

特殊动量的周期链中该和为 L/2。

场项的 Euclidean作用量为
∫

ddxdτ hϕ。要求它无量纲，得到

yh = d+ z − xϕ =
d+ z + 2− η

2
. (2.18)

由奇异能量密度 esing = L−(d+z)E((g − gc)L
1/ν , hLyh)对 h求两次导，得

Xc(Q,L) ∼ L2yh−(d+z) = Lp, Kc(Q,L) ∼ L−p, |h|Lyh � 1. (2.19)

更一般的尺度是 ℓIR ∼ min(L, ξ, ξD, |k|−1, vcr/T )，条件变为 |h|ℓyh

IR � 1（场含非普适度量因子）。对 L2归一
化模式 sj = (−1)j/

√
L，其系数 λ对应局域场 h = λ/

√
L；不能把 λL15/8 直接用于脚本里的这种源。

等时相关在临界点为 G(r, 0) ∼ r−2xϕ，因此一维 S(Q,L) =
∑

r e
−iQrG(r, 0) ∼ L1−2xϕ（当 2xϕ < 1）。Ising

中 S ∼ L3/4，静态 X ∼ L7/4；相差的 Lz 正是时间积分产生的。
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2.7 Ising与三临界 Ising的指数链

在 d = z = 1时，2xσ = η。普通 Ising的 xσ = 1/8、ν = 1给 η = 1/4、p = 7/4、yh = 15/8。三临界 Ising的
β = 1/24、ν = 5/9，由m ∼ ξ−xσ ∼ |g − gc|νxσ，有

xσ = β/ν =
3

40
, η = 2xσ =

3

20
, p =

37

20
, yh =

77

40
. (2.20)

一般维数下的关系是 2β/ν = d+ z− 2+ η，README的 η = 2β/ν 只在此处 d+ z = 2且适用超标度时成立。

普适类 c ν xσ p d+ p yh

Ising 1/2 1 1/8 7/4 11/4 15/8

三临界 Ising 7/10 5/9 3/40 37/20 57/20 77/40

依据与归属：目标模型的序参量辨识与关联指数见 [18]第 IV节及附录 A；β, ν的模型数值确认见 [19]。三临
界处另有相关调谐方向，表中的 ν 对应已控制其他相关场的主热方向。

2.8 从 CFT时空关联推导响应振幅

设在物理格点坐标、同一密度算符归一化下测得
Gstag(r, τ) = Aσ(r

2 + v2crτ
2)−xσ . (2.21)

这里Aσ是相关函数的振幅，已经含格点密度与 CFT场之间映射系数的平方。令 y = vcrτ，测度变为 drdy/vcr。
在非零二维动量 p = (k, ω/vcr)下，对 0 < x < 1用 Gamma积分

(r2 + y2)−x =
1

Γ(x)

∫ ∞

0

ds sx−1e−s(r2+y2). (2.22)

对两个坐标分别做 Gaussian Fourier积分，得到 πs−1e−p2/(4s)。再置 u = p2/(4s)，则∫
d2Re−ip·R(R2)−x =

π

Γ(x)

∫ ∞

0

ds sx−2e−p2/(4s) (2.23)

= 22−2xπ
Γ(1− x)

Γ(x)
|p|2x−2. (2.24)

这里的变换没有前向 2π 因子；红外正则化和分布极限先保留到 p 6= 0，不在 k = 0直接交换发散积分。置
ω = 0后

Xc(k, 0) =
Aσ

vcr
Cx|k|2x−2, Cx = 22−2xπ

Γ(1− x)

Γ(x)
, Kc(k) =

vcr

AσCx
|k|2−2x. (2.25)

Ising的 C1/8 ' 1.52833331。这是由临界相关的 Fourier变换得到的本征/约化标量振幅预测；胞坐标K = 2k、
算符 nA − nB 与 (nA − nB)/

√
2会改变振幅，必须转换后比较。矩阵混合存在时，不能把这个系数直接赋给

任意 fAA
Hxc。

依据与归属：CFT相关输入在 [18]的算符辨识中；式 (2.22)–(2.25)为本文写出的 Fourier推导。分数幂算子及
Fourier约定可交叉核对 [20]。

2.9 何时能进一步得到 Hxc非解析性

命题 2.2 (标量 Hxc结论，附条件). 对一个确已解耦的物理密度通道，若Kc = AK |k|p[1 + o(1)]，AK > 0，p

非非负偶整数，且该同一通道的 KS曲率Ks,c在 k = 0解析，则 fHxc,c = Kc−Ks,c必含系数AK 的非解析项。

Proof. 反演/时间反演对称的实标量通道满足Ks,c = b0 + b2k
2 + b4k

4 + · · ·。逐项相减得
fHxc,c(k) = −b0 +AK |k|p − b2k

2 + · · · . (2.26)
解析 Taylor级数没有该分数幂，故不能将其抵消。若对称性不适用，可有解析奇数项，但仍不能消去分数幂。
矩阵版需要在相同解析、局域定义的密度坐标中验证这项未被投影效应改变。

临界点标量极限满足 fHxc,c(0) = −Ks,c(0)，即两项的常数部分恰好使总曲率软化；EHxc自身无需凸，凸性约
束是 Ts + EHxc。
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2.10 分数动量幂的实空间尾：常数、符号和接触项

定义 f(r) =
∫

dk eikrf(k)/(2π)。对 0 < p < 2、r 6= 0，先加入 e−ϵ|k|：

Ip,ϵ(r) =
1

π
Re

∫ ∞

0

dk kpe−(ϵ−ir)k =
Γ(p+ 1)

π
Re(ϵ− ir)−p−1, (2.27)

Ip(r) = −Γ(p+ 1) sin(πp/2)
π|r|1+p

≡ − c1,p
|r|1+p

. (2.28)

所以正的 AK |k|p对应负的非对角实空间尾，不是正振幅自动保留。r = 0的接触项依赖紫外正则化；格点上
应以光滑周期延拓把小动量奇异项嵌入 Brillouin区。生硬截断 |k| < kmax 会引入人工振铃，不能用于证明渐
近尾。

一般维数的同一分布恒等式可由 |k|p = Γ(−p/2)−1
∫∞
0

ds s−1−p/2(e−sk2 − 1)推出。对 r 6= 0，−1只贡献原
点分布，Gaussian积分后置 u = r2/(4s)得∫

ddk
(2π)d

eik·r|k|p =
2pΓ((d+ p)/2)

πd/2Γ(−p/2)
|r|−d−p = −cd,p|r|−d−p, cd,p =

2pΓ((d+ p)/2)

πd/2|Γ(−p/2)|
. (2.29)

于是移回 Q = π后，具有上述标量奇异项的 CDW核在一维为

f sing
c (r) ∼ −AKc1,p(−1)r|r|−1−p. (2.30)

Ising有 c1,7/4 ' 0.19591735、指数 11/4，三临界为 57/20。对一般不等价的 ±Q要将两处奇异性合并为实的
余弦并避免重复计数；Q = π在格点 Brillouin环上只有一处。

同一 Fourier恒等式给出正的分数梯度二次型：

F
[2]
sing[ϕ] =

AK

2

∫
ddk
(2π)d

|k|p|ϕk|2 =
AKcd,p

4

∫
ddxddy

[ϕ(x)− ϕ(y)]2

|x− y|d+p
. (2.31)

推导为：利用 Parseval将动量乘子写成 (−∇2)p/2；其积分表达为 cd,p PV
∫
(ϕ(x)− ϕ(y))/|x− y|d+p dy；交换

x, y后平均，产生 1/2，再乘原二次能量中的 1/2。正的整体二次能量与负的非对角核完全一致。它只描述围
绕参考密度的二阶奇异部分，不能据此声称已构造全部 F [n]。

依据与归属：式 (2.28)–(2.31)为显式推导，分数 Laplacian积分定义、常数和边界条件讨论见 [20]。

2.11 固定有限范围命题及其真正适用范围

考虑真实格点密度上的显式泛函

E(R)[n] =
∑
i

εi(ni−R, . . . , ni+R), f
(R)
jl =

∑
i

∂2εi
∂nj∂nl

. (2.32)

若每个 εi在参考密度二次可微，两导数非零要求 j, l同在至少一个窗口内，故 |j − l| ≤ 2R。平移不变背景中
f (R)(q) =

∑2R
r=−2R fre

iqr 是有限三角多项式；两格点胞时每个矩阵元仍是有限 Laurent多项式。因此它在实
动量上解析。若需精确再现某固定物理矩阵元中的非零 |k|p（p非偶整数），就产生矛盾。

这里 “渐近精确”要求重现奇异项的相对标度，不能只要求绝对误差趋零。k2与 |k|7/4都趋零，但前者与后者
之比为 |k|1/4 → 0。有限数据点总能被较高阶多项式拟合；命题针对固定 R、固定模型参数、固定规则，在
热力学极限 k → 0的行为。允许 R随 L增大、显式全局特征、非局域辅助场，或本身非解析的密度函数，会
超出假设。

对 KS-DFT，应对显式 Hxc泛函应用此命题；Ts本来就是由轨道最小化产生的隐式非局域泛函。局域 Hxc加
上奇异 Ts可以产生非平凡响应，故必须额外检验 KS临界块。也不能把有限范围裸量子场论作用量与已经包
含全部量子涨落的精确密度泛函混为一谈；局域微观模型当然可以具有非 Gaussian临界性。

作为反例，定义正响应和其对应泛函

XG(k) =
1

m2 + k2
, ξ = 1/m, KG = m2 + k2, F

[2]
G =

1

2

∫
ddx [m2ϕ2 + |∇ϕ|2]. (2.33)
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Fourier中 k2对应 −∇2δ(r)，所以即使m → 0、ξ → ∞，Hessian仍局域。更精确的触发条件是非解析的动量
依赖，不是简单的 “η 6= 0”：偶整数幂、对数修正、长程微观作用、密度与序参量不重叠均需另外分析。

依据与归属：有限范围证明是本文基于有限和与链式法则的推论；[13, 15]提供相关架构背景，并未在原文证
明这里提出的临界不可精确性命题。

2.12 离临界标度与均匀状态方程补充

式 (2.15) 逐点求逆得 Kc = ξ−pΦ−1
± (kξ)。所以画 ξpKc 对 kξ 才是检验；两侧通常有不同的 Φ+ 和 Φ−，密

度场归一化和相关长度定义也须固定。若存在单一标度区，换元 u = kξ 得奇异实空间部分 Ksing(r; ξ) =

ξ−(d+p)K(r/ξ)。这并不证明存在一个唯一的“泛函相关长度”，更不证明其等于多体相关长度。

再令临界点有限均匀序参量场 h为唯一红外尺度，奇异能量密度满足 esing(h) ∝ −|h|(d+z)/yh。求导得 |m| ∝
|h|xσ/yh，所以 δh = yh/xσ。Legendre变换 f = e− hm消去 h，得

fsing(m) ∝ |m|δh+1, δIsing
h = 15, δTCI

h =
77

3
. (2.34)

它说明均匀模式的临界二次曲率可以为零，而非均匀模式仍有分数梯度代价。此式依赖状态方程超标度，只
作补充，不是替代空间核验证的证据。

3 二聚化 Hubbard模型、KS参考与矩阵混合

3.1 微观模型、对称性与临界点的文献依据

采用周期偶数链、半填充 N↑ = N↓ = L/2：

H = − t
∑
j,σ

[1 + δ(−1)j ](c†jσcj+1,σ + h.c.)

+ U
∑
j

(nj↑ − 1
2 )(nj↓ − 1

2 ) + V
∑
j

(nj − 1)(nj+1 − 1) +
∑
j

vj(nj − 1). (3.1)

式 (3.1)是研究对象的定义，不是从 DFT推出的 Hamiltonian。展开平移后的相互作用会得到常数和均匀化学
势项；在固定半填充下不影响密度响应。文献有时把二聚化写成有能量量纲的 δlit，这里对应 δlit/t = δ。从
j = 0还是 j = 1起数会交换强弱键位置；周期链不改变体相，但开放链的边缘态会改变。

粒子–空穴变换 cjσ 7→ (−1)jc†jσ 将 nj − 1 7→ −(nj − 1)；相邻格点的费米反对易关系使 hopping保持不变，中
心化的相互作用也保持不变。若有限系统零场基态保持此对称性，则

〈nj − 1〉 = −〈nj − 1〉 = 0, nA = nB = 1. (3.2)

自发破缺 CDW分支不满足这个论证。有限链对称态、PI一侧和对称临界参考态应与热力学破缺态分开处理。

文献可直接支持的候选起点为 U/t = 4, δ = 0.2：Ejima 2016 附录 A、图 8 标 Vc/t ' 2.503，Ejima 2018
第 3.1节使用约 2.5035；这只是扫描中心，不能当作无限精度输入。2016图 5的三临界候选为 (Ut/t, Vt/t) '
(10.56, 5.497)，该文正文还用约Ut/t ' 10.6描述。强耦合U/t = 12为一阶对照起点，须重新扫描相界 [18, 19]。
未显式二聚化的扩展Hubbard模型相图不能直接替代本模型 [21]；SU(n)模型的Mott/二聚化也不是这里 Ising
指数的证据 [22]。

3.2 两格点胞与 Fourier规范

令 A = 2m,B = 2m+ 1，m = 0, . . . ,M − 1。定义胞 Fourier坐标

nα(K) =
1√
M

∑
m

e−iKmδnmα, Xαβ(K) =

∫
dτ 〈Tτnα(K, τ)nβ(−K, 0)〉. (3.3)

该规范不含胞内坐标。物理格点 Fourier密度 n(q) = L−1/2
∑

j e
−iqjδnj 在 q = π + k时为

n(π + k) =
1√
2
[nA(2k)− e−iknB(2k)]. (3.4)
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推导只需把偶数和奇数格点分开求和，并用 e−iπ(2m+1) = −1。故 k 6= 0时，物理 CDW源带有胞内相位，不
能始终使用 (1,−1)/

√
2而不说明坐标。

在K = 0定义 e− = (1,−1)T /
√
2和 e+ = (1, 1)T /

√
2。e+为总数零模，e−为 CDW密度模式。对K 6= 0，两

者都属于允许变化空间；固定总粒子数只排除严格K = 0的均匀向量。删除所有小K 的 e+会改变泛函。

3.3 为什么零场 KS可以选相同 hopping加常势

半填充零场的同 hopping非相互作用二聚化链也满足式 (3.2)，因此它是 nj = 1的一个明确 KS表示。常数势
可取零。这里只需构造存在的表示；局部唯一性与逆响应的条件另行检验。任意非均匀有限场下，KS势不再
自动等于常数，须做密度反演，不能把零场结论外推。

令 t1 = t(1 + δ)、t2 = t(1− δ)，取相同胞 Fourier规范，每个自旋的 Bloch矩阵为

hs(K) = −
(

0 t1 + t2e
−iK

t1 + t2e
iK 0

)
. (3.5)

行列式方程 det(hs − ϵI) = ϵ2 − |t1 + t2e
iK |2 = 0给

ϵ±(K) = ±EK , EK =
√
t21 + t22 + 2t1t2 cosK, ∆s = 2|t1 − t2| = 4t|δ|. (3.6)

最后一步取最小值K = π；δ = .2时 ∆s = .8t。这是该参考体系的单粒子带隙，不是多体中性激发隙。

3.4 Lindhard矩阵：由粒子–空穴激发逐项构建

密度算符在带表象的顶角为 Mα
nm(p,K) = u∗

n,p,αum,p+K,α。把非相互作用谱表象中的粒子–空穴态代入式
(2.6)，或把占据与未占据两方向合并，得到

χαβ
s (K) =

2

M

∑
p,n,m

fn,p − fm,p+K

ϵn,p − ϵm,p+K
Mα

nm(p,K)[Mβ
nm(p,K)]∗. (3.7)

前面的 2 来自自旋；1/M 来自胞归一化；f− = 1, f+ = 0 是零温半填充。不要在同时保留 (n,m) =

(−,+), (+,−)后再额外乘一次“正负激发因子 2”。能量分母不为零的带间项给负半定 χs，代码以Xs = −χs

保存。

在 K = 0，e− 的单粒子顶角为 σz/
√
2；hs 在 xy 平面，故带间 |〈−|σz/

√
2|+〉|2 = 1/2。两带方向各贡献

−1/(2Ep)再计自旋，合并可得

Xs,−−(0) =
1

M

∑
p

1

Ep
> 0, Xs(0)e+ = 0. (3.8)

这给数值积分一个无需有限差分的检查。带隙使带投影和响应在实K邻域解析。但对守恒电荷，绝缘体通常
有 Xs,++ ∝ K2；混合项可为 O(iK)，所以 X−1

s 仍可能有 K−2 与 K−1 项。README中“gapped所以逆响
应矩阵解析”需要改为“gapped且所考察可逆通道不趋于零，才保证该逆解析”。

3.5 三种不同对象：投影、限制与约化

用 (s, ρ) = (−,+)坐标，把 X 写成
(
a b

b∗ c

)
。简单矩阵求逆给

(X−1)ss =
1

a− |b|2/c
,

1

Xss
=

1

a
. (3.9)

因此有三种问题：

1. 全密度 Hessian的固定方向限制：固定 δρ = 0改变 s，其曲率为 (X−1)ss，需约束势阻止其他密度松弛。
2. 消去其他密度后的约化泛函：̄F [s] = minρ F [s, ρ]，在背景外势为零时 F̄ ′′ = F ′′

ss−F ′′
sρ(F

′′
ρρ)

−1F ′′
ρs = 1/Xss。

这是 Schur补，是只施加 s源、允许 ρ响应的实验所得曲率。
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3. 响应本征通道：Xuc = λcuc，则 u†
cF

′′uc = 1/λc。uc 依赖动量且可能自身含非解析修正；其 Fourier变
换未必对应局域密度坐标。

约化泛函的差 F̄ − T̄s可以定义，但一般不等于将 EHxc 在同一 ρ上直接限制或最小化，因为两个最小化问题
的最优 ρ不同。因此 1/Xss − 1/Xs,ss 应标为约化曲率差，未经证明不能称为原始全密度 fHxc,ss。

3.6 原参考文献中不可忽略的导数耦合

Ejima 2016的式 (23)及附录 A指出，临界场辨识不止包含交错密度，还包含平滑密度：

ρπ(x) ∼ Aσ(x) + · · · , ρ0(x)− ρ̄ ∼ B∂xσ(x) + · · · . (3.10)

胞密度组合还会叠加相邻格点 Taylor展开的 ∂xσ，因此其系数是含胞内定义的非普适数。这一事实由原文第
235118-5页式 (23)–(27)和附录 A支持，不能假设 B = 0。

从 Fourier中 ∂xσ 7→ ikσ直接可得临界响应矩阵的可能领先结构

Xsing
ss ∼ A2|k|−p, Xsing

sρ ∼ −iABk|k|−p, Xsing
ρρ ∼ B2k2|k|−p. (3.11)

所以相互作用平滑密度响应可按 |k|2−p = |k|η 趋零；它不是 KS的普通 k2背景。三个奇异项同源，形成秩一
矩阵。只取它们而丢掉次领先背景后，矩阵不可逆；必须保留非临界激发的贡献再反演。

一个解析示例而非 Hubbard拟合结果说明后果。令 S = AX |k|−p、a > 0，取

X(k) =

(
S −ibkS

ibkS k2(b2S + a)

)
, X−1(k) =

(
S−1 + b2/a ib/(ak)

−ib/(ak) 1/(ak2)

)
. (3.12)

行列式为 ak2S > 0，用二阶矩阵伴随公式立即得到逆。1/Xss = 1/S → 0，但 (X−1)ss → b2/a。k = 0严格
去除规范模式后仅剩 S；所以 k → 0的限制矩阵元可与 k = 0伪逆不同。沿解析临界密度方向 w = (1, ibk)T

则 w†X−1w = S−1，这表明可以有受控的通道选择，但不能不经计算地假设它。

更一般地，令 Dk = diag(1, k)，假设可在小 k 6= 0区间写成

X = Dk[B(k) + S(k)ww†]D†
k, s = w†B−1w > 0, (3.13)

其中 B,w解析，B正定且在 k = 0可逆。这是一个需要检验的足够条件，不是从单个相关函数自动推出的事
实。Sherman–Morrison公式给

X−1 = D−†
k

[
B−1 − B−1ww†B−1

S−1 + s

]
D−1

k , (3.14)

= D−†
k

[
B−1 − B−1ww†B−1

s
+ S−1B

−1ww†B−1

s2
+O(S−2)

]
D−1

k . (3.15)

第二行来自 (s+S−1)−1 = s−1−S−1s−2+ · · ·。这展示全矩阵的非解析项可分别按 |k|p、|k|p/k、|k|p−2出现，
并伴随解析或守恒导致的极点。某个系数可能因对称性或背景结构为零，式 (3.12)就是一种简化情形。不能
无条件将完整格点核的所有矩阵元都写成 (−1)rr−11/4。

若选择解析嵌入 u0 = Dkw/‖Dkw‖，则 u†
0X

−1u0 ∼ S−1/‖Dkw‖2。证明是用 w†[B−1 −B−1ww†B−1/(S−1 +

s)]w = sS−1/(s+S−1)。若进一步Xs = DkBs(k)D
†
k、Bs解析可逆，则 u†

0X
−1
s u0 = w†B−1

s w/‖Dkw‖2解析，
从而该密度方向上的 Hxc分数幂成立。真实数值本征向量可含 S−1修正；把它代入 KS投影时也可能产生相
同阶分数幂，须共同拟合，不可默认系数等于 A−1

X 。

3.7 论文中怎样报告这项风险与解决途径

主证据分三条同时保存：λc(X)与倒数、固定胞密度坐标的完整 fHxc、以及明确定义的解析 CDW密度方向
投影。拟合 Xsρ/(ikXss)的极限以估计临界嵌入；用两种胞规范交叉检查物理量；检查式 (3.13)中背景是否
规律。只有在这些检查通过后，才把投影 Fourier尾解释为原始 Hxc的 CDW奇异成分。

如果矩阵背景使简单标量形式失效，仍可发表全泛函本征曲率结果或矩阵标度的修正理论；应据实收窄主张，
而不是通过删除平滑密度通道让 7/4出现。有限范围命题最终应在固定局域坐标的矩阵元或可证明解析的局
域变换后陈述。
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3.8 已经完成的 KS核查

用 research/benchmark.py对式 (3.7)做 8192点积分，δ = .2, t = 1。倍增至 16384点时，K = 0响应矩阵差的
范数约 1.6×10−15。实际得到Xs,−−(0) = 0.9600584242；在严格K = 0的物理子空间，曲率为 1.0416032762。
但K = 0.0005的全逆矩阵 CDW对角投影为 1.2560032005。差异来自式 (3.9)的混合，不是带隙消失。
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Figure 1: 本次实际执行的非相互作用 KS检查。左：CDW响应在小胞动量可按解析偶次幂变化。右：较小响
应本征值按K2 趋零，使其逆出现奇异性。该图不包含相互作用 QCP数据。

4 可执行的计算计划、误差预算与判据

4.1 阶段 A：ED验证链条，先解决方法正确性

先做 L = 6, 8, 10，有余力再做 12。固定 N↑ = N↓ = L/2 的 Fock 空间维数为
(

L
L/2

)2
：分别为

400, 4900, 63504, 853776。这个数来自分别选择两自旋的占据位置并取直积。L ≥ 10应使用稀疏矩阵、矩阵
自由算符及迭代求解；不能把六格点脚本的稠密全谱算法直接放大到 L = 12。

A1：Hamiltonian。先比较 U = V = 0多体基态与填满单粒子负能带的能量、δ → 1的孤立二聚体极限、平
移两格点和粒子–空穴对称性。记录费米轨道排序，周期边界 hopping的费米符号必须由占据奇偶计算。

A2：三种静态响应。第一种用完整激发态的式 (2.6)。第二种用有限场。对实模式 s，Os =
∑

j sj(nj − 1)、
Ns =

∑
j s

2
j，定义

Xs(h) = −〈Os〉+h − 〈Os〉−h

2hNs
= Xs(0) + ah2 +O(h4), (4.1)

X(E)
s (h) = −E(+h) + E(−h)− 2E(0)

h2Ns
. (4.2)

式 (4.1)来自O(h)的奇部Taylor展开；h2误差来自三阶项。式 (4.2)来自E(h)的偶部Taylor展开，常数与一阶项
被抵消，保留E′′h2。至少用 3–5个按几何比例减小的h，对h2外推而不是只取最小值。由X(h) = X0+ah2+· · ·
可直接消去 a得 Richardson值 [4X(h/2)−X(h)]/3，比较外推窗口稳定性。

第三种是不求完整激发谱的 resolvent方法。令 Q0 = I − |0〉〈0|，在正交空间解

Q0(H − E0)Q0|xj〉 = Q0δnj |0〉, Xij = 2Re〈0|δni|xj〉. (4.3)

把左端在 |m〉上对角化，|xj〉 =
∑

m>0 |m〉〈m|δnj |0〉/(Em −E0)，代入右式恰为式 (2.6)的负号转换。这条方
法可推广到MPS线性响应，但近临界线性系统会病态，应报告求解残差与有效能隙。
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A3：独立检验 Legendre Hessian。在零和势空间产生小幅 v，算实际基态密度与能量，构造 F [n(v)] = E(v)−
v · n(v)。零场参考点一阶项消失，检验

F [n0 + δn]− F [n0] =
1
2δn

TKδn+O(‖δn‖3), K = X+. (4.4)

这不是把 K = X+ 直接画出来冒充验证：左边必须由独立有限势基态计算，或用多方向数据拟合二次型后
再比较X+。若仅沿一个势模式改变，其他密度也松弛，拟合的是约化曲率，不能无条件说验证了整个矩阵。
还可反求给定目标密度所需势，固定密度方向检验全 Hessian。

A4：KS/Hxc。在同一个 L、边界条件、总粒子数、密度与 Fourier规范下计算Xs；用共同物理基底B构建逆；
验证 Dyson残差。在零场均匀密度上足以检验核，无需重构整个 EHxc[n]。若验证非均匀参考点，迭代 KS势
直至 ‖ns − n‖小于核所需精度。

4.2 本次已完成的 ED结果及其范围

运行 research/benchmark.py，实际完成 L = 6、周期边界、U = 4, V = 2.5035, δ = .2、N↑ = N↓ = 3。400

维全谱得到 E0 = −12.8203360178、中性隙约 0.7982207854；密度偏离 nj = 1不超过 2.1× 10−15，‖X1‖ '
1.1 × 10−15。归一化交错模式的 Xπ = 6.1210603747。这只是小系统方法检查，中性隙非零不否定热力学临
界点。

归一化模式场幅 X 中央差分 相对谱公式误差 Legendre二次式相对误差

10−3 6.1210232768 6.06× 10−6 3.03× 10−6

3× 10−4 6.1210570358 5.45× 10−7 2.76× 10−7

10−4 6.1210600037 6.06× 10−8 1.02× 10−8

另一零和非纯交错势扰动的全矩阵 Legendre 二次型相对误差约 4.48 × 10−7。原始数值在
research/checks/summary.json。本次没有完成 L = 8, 10, 12 的 ED、相互作用全动量 Hxc 扫描或
DMRG；表中不存在临界指数拟合。

4.3 阶段 B：独立复现目标临界点

推荐初始网格是U/t = 4, δ = .2, V /t ∈ [2.45, 2.56]；先以约 10−2步长粗扫，再在响应、熵或相关长度峰附近逐
级细化到 10−3和更小。L = 32, 48, 64, 96, 128是起步尺寸；D = 400, 800, 1200, 1600是起步 bond dimensions，
二者都只是计划参数，不是保证收敛的阈值。

边界条件分工。OBC DMRG适合基态关联与相界定位；选择强键终止以减少边界态，并将中央区与全链分开
分析。PBC响应直接对应离散动量块但纠缠成本较高；若只能使用OBC，不能默认响应平移不变并套用 2×2

Fourier逆。可用 OBC全矩阵或明确的窗函数模态响应，辅以小尺寸 PBC和无限链周期源验证。

必做的物理诊断如下。

1. 密度关联。计算连通 Cij = 〈(ni − 1)(nj − 1)〉 − 〈ni − 1〉〈nj − 1〉，分别保存偶/奇起点和两子晶格。由
ρπ ∼ σ推出 Cstag ∼ r−2xσ；Ising拟合 1/4，同时看平滑分量的导数幂。不能先绝对值化所有数据而丢失
振荡与符号。

2. 中性隙。在相同 N,Sz 扇区计算 ∆n = E1 − E0，其定义就是最低中性激发代价。动力学标度 τ ∼ ξz 给
∆n ∼ ξ−z ∼ |V − Vc|zν；Ising z = 1。另计算自旋或带电隙有助于辨认仅中性模软化，不能要求所有隙
都关闭。

3. 纠缠与相关长度。MPS 转移矩阵最大两本征值满足 |λ0| > |λ1| 时，关联沿胞距离 m 为 (λ1/λ0)
m，与

e−2m/ξD 比较得 ξD = −2/ log |λ1/λ0|（物理格点单位）。不同对称扇区可有不同长度，需选 CDW耦合扇
区，不能只拿全局第二本征值不加说明。
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共形诊断可用

SPBC(ℓ) =
c

3
log

[
L

πa
sin

πℓ

L

]
+ s1, (4.5)

SOBC(ℓ) =
c

6
log

[
2L

πa
sin

πℓ

L

]
+ sb + · · · , Shalf,iMPS =

c

6
log(ξD/a) + sD. (4.6)

简要来源：共形映射把平面间距替换为圆柱弦长；区间Rényi矩是两端 twist场相关，Tr ρn ∝ d(ℓ)−(c/6)(n−1/n)；
对 n在 1处求 −∂n得 c/3。开放边界或半无限切割只有一个独立端点，系数减半。边界熵、键振荡、有限D

修正进入省略项，拟合应避开边界并分开奇偶键。

依据与归属：这些共形纠缠公式来自 [23]；有限纠缠标度与有限D红外截断见 [24]；MPS/DMRG的定义、转
移矩阵与求解框架见 [25]。本项目没有重新证明整套 CFT或 DMRG算法。

若要做式 (2.25)的独立振幅检验，临界速度可由已辨识 CFT能级的∆a(L) = 2πvcrxa/L+ · · · 求得；这是圆柱
Hamiltonian H−Ebulk = (2πvcr/L)(L0+ L̄0−c/12)的本征值差。另一检查是E0(L) = e∞L−πcvcr/(6L)+ · · ·，
由同一式的基态 L0 = L̄0 = 0得出 [26]。需辨认动量、粒子数和对称扇区，不能把任意最低能隙一律赋给 xσ。
关联振幅 Aσ 与 vcr 分开拟合后再预测响应幅度，才称得上独立检验。

进入下一阶段的判据。随 L,D增大，Vc的估计一致，c兼容 1/2，中性隙与密度关联支持同一 Ising通道。不
要用拟合目标指数 7/4反过来微调 Vc 直至看起来吻合。

4.4 阶段 C：真正的静态响应与复数矩阵重建

对周期系统取K = 2πm/M。每个 β = A,B分别施加 vmβ = h cosKm与 h sinKm，另一子晶格为零；对每
一种做 ±h和多个场幅。设中央差分密度导数为 dcmα、dsmα。对非 0, π 的胞动量，卷积 δn(K) = χ(K)v(K)

与余弦正动量幅度 h/2给

χαβ(K) =
2

M

∑
m

e−iKmdcmα =
2i

M

∑
m

e−iKmdsmα. (4.7)

两种源应相互验证。K = 0, π时正负动量重合，余弦系数由 h/2变为 h，故去掉前面的 2；正弦此时恒为零。
只施加余弦但保留完整密度 Fourier相位在原则上也能重建复数列；只记录同相投影会丢掉允许的虚部混合。

对每个场幅先比较反向扫场与不同初态，确认未跳到不同破缺分支；然后 h2 → 0外推，再将 χ → (χ+χ†)/2。
应先记录原始反 Hermitian 残差再对称化，不能以此掩盖系统误差。检查 X = −χ 的半正定性、X(−K) =

X(K)∗与严格K = 0的守恒零模。对临界本征向量按相邻K 的重叠连续追踪，避免本征值排序交换造成假
跳变。

Ising 局域场可从 h/t ∼ ϵhL
−15/8 起步，ϵh = 0.1, 0.03, 0.01 作为寻找平台的初猜，再根据数值噪声调整。

L = 128时 L−15/8 ≈ 1.12 × 10−4，例如 ϵh = 0.03对应约 3.4 × 10−6t。这只是量级估计；场度量因子未知，
最终标准是外推平台和多尺度一致性。

若过小的场导致能量差淹没在求解误差中，优先用密度差或式 (4.3)的线性求解。有限尺寸与有限 D应分开
收敛：有限链要求影响目标 observable的 ξD 显著大于 L，或显式联合拟合；无限MPS的动量拟合窗口则要
求 ξ−1

D � |k| � 1。k ∼ 1/L的数据属于有限尺寸标度，不能当作无限系统 k幂律的一般采样。

4.5 阶段 D：矩阵反演、KS比较与噪声控制

在 K = 0先用已知 B = e− 投影；K 6= 0保留完整 2 × 2。在确有守恒诱导病态时，按式 (3.13)对行列尺度
重标定后求解，并核对未重标定的物理结果。优先线性求解而非反复构造大逆矩阵。相互作用和 KS必须使
用相同规范模式，不能各自按相对最大本征值的任意阈值删去不同物理方向。

对可逆 X + δX 展开 (X + δX)−1X = I − (X + δX)−1δX，一阶得

δK = −X−1(δX)X−1 +O(δX2), δf = δK − δKs. (4.8)
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临界大响应本征值的标量倒数并不会神秘地放大相对误差：δKc/Kc = −δXc/Xc。真正困难的是同时存在的
很小响应本征值、基底混合，以及相减后留下的小奇异项。记录条件数、本征值的绝对误差，并将采样扰动
传播至完整逆与投影，不用一个统一的 “10−12 伪逆阈值”代替物理判断。

数值误差预算按来源区分：有限 h截断为 O(h2)，密度噪声除以 h，能量噪声除以 h2，有限 D 和 L是系统
误差，相界偏离通过 (V − Vc)L

1/ν 进入。应先要求这些误差显著小于待分辨的非解析项，再谈指数小数位。
DMRG扫描不是独立随机样本；bootstrap主要用于原始场/尺寸块和残差模型，不能将同一收敛序列当作许多
独立实验人为缩小置信区间。

4.6 阶段 E：指数、模型比较、振幅与有限尺寸塌缩

先对 Xc(0, L)和Kc(0, L)做联合有限尺寸分析。由式 (2.15)加入无关场可写

Xc(0, L, V ) = Lp
[
F((V − Vc)L

1/ν) + L−ωirrF1((V − Vc)L
1/ν) + · · ·

]
+Xreg. (4.9)

ωirr > 0是修正指数，不是频率。先固定已知 p, ν 检验塌缩，再允许一个指数自由，避免把 Vc, p, ν, ωirr 全部
自由导致不适定拟合。有效指数 peff = log[X(sL)/X(L)]/ log s来自相邻尺度比值消去振幅，只是诊断而非最
终统计估计。

对已定义清楚的 Hxc标量或固定矩阵元，比较

M0 : f(k) = f0 + b2k
2 + b4k

4,

M1 : f(k) = f0 +A|k|7/4 + b2k
2,

M2 : f(k) = f0 +A|k|p + b2k
2. (4.10)

这些是候选拟合模型，不是已证明包含所有修正的精确表达。反演 regular background可产生 |k|2p等修正；本
征向量投影也可能引入额外幂。每次拟合记录 kmin, kmax, L,D, h外推方法与协方差；检查移去最小/最大点后
稳定性；用不同尺寸/动量块做留出预测，不能只比较训练误差。信息准则可辅助，但相关系统误差主导时不
得机械当作显著性检验。

不要在 f0 未知时直接画 log |f(k)|的斜率；不能用精确 k = 0的伪逆矩阵元减去 k 6= 0的全逆矩阵元而忽视
不连续极限。可拟合共同截距、使用同一连续分支上的差分，或单独分析总泛函本征曲率，后者不需要减去
KS常数背景。

若得到独立Aσ, vcr，式 (2.25)预测AK = vcr/(AσCx)。近似独立测量下，var(logAK) = var(log vcr)+var(logAσ)；
如共用数据则需减去两者协方差项。这是对对数振幅求一阶微分得到的误差传播。固定 p的核振幅与此独立
预测一致，会比只给 p = 1.75更有说服力。

4.7 阶段 F：实空间尾、离临界与控制实验

实空间尾。只在动量证据成立后做离散逆变换。对两子晶格完整保存 fαβ(R) = M−1
∑

K eiKRfαβ(K)；先
说明是否已扣除守恒极点、解析背景与胞内坐标。对隔离出的 CDW奇异部分，用光滑周期窗或晶格分数幂
(2− 2 cos k)p/2作为小 k延拓。由 2− 2 cos k = k2 +O(k4)可知它保留 |k|p，又不在区边界产生人为跳跃。延
拓仅用于稳健性检验，不是新的测量数据。

拟合距离应满足 1 � r � L/2 且 r � ξD；不同 L 的周期像误差可用
∑

m∈Z |r + mL|−1−p 检查。先用
人工给定的精确分数幂核和相同动量网格、误差水平检验恢复流程，再对真实数据使用。人工曲线必须标
“analytic/synthetic control”，不能混作 DMRG结果。

离临界。优先从唯一 PI分支取 V < Vc，独立提取 ξ，画 ξpKc对 kξ。预期 kξ � 1接近临界幂，kξ � 1进入
有质量区。CDW一侧若研究单一破缺分支，先 L → ∞再去除选态场；必须用连通响应。若用有限链猫态，
其隧穿劈裂可能导致巨大的序参量响应，不能当作体相常规响应；两种极限不可混合。

一阶。例如固定 U/t = 12扫描候选边界，跟踪两侧能量密度、序参量跳跃、亚稳分支和局部激发隙。远离严
格共存点比较每个分支的小 k 核，不主张“一阶必解析”。相变处有限体积近简并可造成异常大的响应，不
能凭一个峰高区分 Ising。
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Gaussian。用式 (2.33)作为解析对照，证明相关长度发散与局域Hessian可以并存。格点版本用m2+2−2 cos k，
其逆变换只有对角与最近邻，能直接验证 Fourier代码与有限范围判据。

固定范围。先直接截断/拟合已知 kernel，比训练ML更便于定位误差。对于以尾部权重重建的分数核，常数
项调到临界后，其低动量部分可写为

∑
r≤R wr(1− cos kr)，wr ∝ r−1−p。当 kR � 1，Taylor展开得

KR(k) ∝ k2
∑
r≤R

r1−p ∼ k2R2−p,
KR(k)

|k|p
∝ (kR)2−p −→ 0. (4.11)

第一步用 1− cos kr ' (kr)2/2；第二步用积分估计
∑

r1−p ∼ R2−p/(2− p)，要求 0 < p < 2。这是一个截断
核的具体诊断，不是对所有学习器的误差下界。若未正确调临界常数，还会出现人为质量项。应固定 R和参
数，在更大 L上留出测试；每个 L重新训练可掩盖渐近失效。

之后再选 R = 1, 2, 4, 8的二次可微架构学习局域能量密度，比较能量、势导数、Hessian、响应误差。可采用
设计损失

L = wE |Epred − E|2 + wv‖P (∇Fpred + v)‖2 + wK‖BT (F
(2)
pred −K)B‖2F . (4.12)

三项分别来自能量数据、Euler 方程及 Hessian 恒等式，权重须先按能量单位和自由度归一化。这是研究建
议，不是现有文献中的唯一方案。验证必须包括跨尺寸及邻近相界的留出集合；能量精度好并不保证微分精
度 [13, 27]。

4.8 阶段 G：三临界扩展的额外成本

三临界点有至少两个相关偶宇称调谐方向；固定二聚化后要同时定位 Ut, Vt。不能只固定近似 Ut = 10.56扫
V 就声称已到达三临界。先检验 c ' 7/10、Cstag ∼ r−3/20，再检验X ∼ L37/20。使用临界场维数 yh = 77/40

设计有限场，有限尺寸和有限纠缠的 crossover必须显式纳入分析。

Ising的 p = 1.75与三临界的 p = 1.85仅差 0.10，需要系统误差明显小于这一区分量。应报告能够排除另一
指数的联合收敛证据，而不是各自用固定指数画出看似良好的线。没有达到此精度时，三临界部分可作为未
来工作而非完成的结论。

4.9 如要做真实量子模拟实验，应测什么

本课题作为理论/计算论文并不要求搭建实验装置。若有能实现二聚化 hopping、可调在位与最近邻作用、局
域势调制及密度读出的量子模拟平台，可用同样的 ±h调制测密度导数；只测等时密度涨落不足以给零温静
态响应。需要独立标定 t1, t2, U, V、填充、温度与势空间图样，并验证参数变化不同时改变多个未控制项。这
里列的是平台功能要求，不声称某个现有装置已同时满足它们。

实验应选择 T � vcr/L（有限尺寸基态区）或 T � vcr|k|（有限动量临界区）；这来自热时间 1/T 要长于目标
模的 1/∆。先测响应矩阵，再与经密度匹配构造的计算 KS参考相减；Hxc本身不是直接可测观测量。需把
势标定误差和有限温度混合态误差传播到逆响应。若目标为有限温度，改用自由能的 Legendre变换，不能称
所得曲率为零温 F [n]的 Hessian。

4.10 七幅主图、优先级与原始数据规范

图 内容与横纵轴 判据和最可能的伪信号

1 理论链与通道定义 区分X 本征值、全矩阵逆和约化泛函；标注 Ts解析条件。概念
图不作为数值证据。

2 相界定位与物理基准 ξ,∆n, c, Cstag 对 V, L, r；检查 Vc、边界态和有限 D。
3 Xc(0, L)与Kc(0, L) log–log、尺度比及塌缩；归一化正确后测试 L±7/4，用能隙和密

度通道交叉辨认。
4 Kc(k)的动量标度 多个 L,D与窗口，自由指数和修正；避免将 k ∼ 1/L当作热力

学动量数据。
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5 X−1
s , X−1, fHxc 全矩阵及清晰的 CDW投影并列；先处理守恒极点与混合，再判

非解析项归属。
6 奇异部分实空间尾 (−1)rf sing

c (r)与带符号振幅预测；窗函数、周期像和噪声恢复对
照。

7 对照和泛函约束 离临界塌缩、Gaussian、一阶分支、固定 R跨尺寸测试；三临界
可增为第八图。

建议优先级为：ED/KS方法检查；普通 Ising物理与静态响应；全矩阵 Hxc的归属；振幅、长尾及有限范围
测试；最后三临界。无需一开始同时投入ML与昂贵三临界扫描。

每个数据文件至少包含 L,M,N↑, N↓, U, V, δ、边界/胞内规范、D、能量方差或截断误差、sweep数与收敛条
件、场幅/图样、原始E, n、完整复数 χ、Hermitian残差、逆的物理基底、代码版本与随机初态。响应、Hessian、
拟合结果分层保存，不能只保留最终指数。拟合表应含所有失败窗口和排除原因，以便他人复算。

完成层级。完成全泛函本征曲率标度是第一层；完整核与投影分析支持 Hxc非解析归属是第二层；验证振幅
和固定范围失效为第三层。当前交付完成理论蓝图、文献核查与小规模方法检查，尚未达到以上任一多体热
力学数值完成层级。

5 文献证据表、README公式覆盖与写作检查

5.1 本地 15份文献的逐项用途

以下目录编号直接对应项目的 files/编号/，页码优先指原文印刷页/文章页；注明 “PDF页”时指本地文件
的物理页序。已提取文本到 research/sources/，OCR式文本可能丢失数学符号；关键算符辨识同时核看了
原 PDF第 5页图像。表中“不能支持”用于约束论文措辞，不是否定原文贡献。

目录 文献 核查位置、可用证据与适用边界

358 Tsuchiizu–Furusaki 2004
[21]

摘要、引言及关于键交替的分析：说明显式二聚化改变相图和临
界类型；用作选模动机，不提供本项目精确 Hxc核。

361 Ejima等 2016 [18] II–III节：模型、gap、相图和熵；IV.B式 (23)–(27)：ρπ ∼ σ、ρ0 ∼ ∂xσ；
图 5：三临界坐标与相关幂；附录 A和图 8：U = 4, Vc ' 2.503的
Ising密度关联。这是通道映射的核心依据。

364 Schönhammer等 1995 [3] 格点 DFT/KS的早期模型构造，比较 exact与 LDA gap；用于基本
框架。不能借它替代现代格点可表示性条件。

367 Carrascal等 2015，含勘误
[4, 28]

本地文件前部包含 2017 corrigendum，修正原文 (56)、(114)、(115)；
后附原综述。本文只引用 dimer的 DFT基础，未依赖这些被修正
的插值式。若以后复制其解析公式，必须以勘误为准。

369 Cronin等 2025 [13] 第 195103-4页式 (8)、(9)：窗口密度能量与自动微分KS势；III.B、
III.C 及后文极化率：范围与精度研究。原文采用 ELU 保障一阶
导连续，不能不检查二阶可微性就在所有密度点应用本文 Hessian
命题。

372 Sondhi等 1997 [7] 时空映射、动力学标度与有限尺寸/温度标度的背景。给出缩放框
架，不独立证明所选格点密度必耦合到磁性序参量。

375 Pollmann等 2009 [24] PDF第 1–3页的有限纠缠和相关长度理论。用于有限D截断判据；
不是任意截断误差阈值都可保证响应收敛的依据。

379 Fukuda等 1994 [6] §2：Legendre定义；§3：与 HK关系；§4：响应/激发；§7：反演
方法。本文采用静态凸对偶版，并另补 fixed-N 零模与系综条件。
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382 Ejima等 2018 [19] §3.1、图 4：Vc ' 2.5035、β = 1/8；中性隙给 ν = 1；三临界段
给 β = 1/24, ν = 5/9。本文 p = 37/20是进一步推论，不是原文
已经计算了泛函核。

386 Buchta等 2007 [22] 本地为 arXiv版本，首页有重排版日期；正式期刊为 PRB 75,155108
(2007)。研究 SU(n) Mott与自发二聚化，作背景阅读，不能替代显
式二聚化 SU(2)的 Ising证据。

389 Aryasetiawan–Gunnarsson
2002 [12]

第 165119-2页式 (8)、(12)及其后文字：Dyson、逆响应核、常势
零模、规范非唯一性。研究含有限频的二维小 Hubbard模型，本
项目只借其静态结构，不能借用该模型的数值结论。

392 Nagy–Romera 2013 [9] 从非简并推广到基态子空间/简并情形。用于提示相变与泛函映射
的既有研究，不是保证共存点 ordinary Hessian存在的定理。

394 Mao等 2021 [14] 摘要、模型定义、式 (11)–(13) GGA结构：广义密度是横场方向极
化；研究局域/半局域近似误差。不能给该通道直接贴 xσ = 1/8。

396 Costa等 2023 [15] II–IV节的DFT定义、Ising测试模型及可扩展网络；第 125113-3–4
页讨论感受野与导数稳定。研究随机横场与相关性的影响，不是
本文洁净 CDW普适指数的直接验证。

401 Robledo Moreno 等 2020
[11]

PDF第 4页关于跨相变 HK映射和 Legendre非解析性的讨论。说
明“学习跨相变映射困难”已有先例；本文的新主张必须落实到
空间 Hessian和 KS分配。

5.2 网上补充的主要一手来源

DFT基础补充 [1, 2, 5]；格点映射例外补充 [17]；有限尺寸 CFT和MPS方法补充 [23, 25, 26]；Fourier非局域
算子补充 [20]。这些来源的 DOI或 arXiv链接在文末 BibTeX生成的文献表中，公式旁已明确各自使用范围。

README中仅提到作者/年份的 2026资料已进一步核查：Romera–Nagy是 Entropy 28,170；Cheng–Marianetti
的工作正式刊于 PRB 113,L081108，同时有 arXiv:2508.14110；Salmon等可核对 arXiv:2603.00802[10, 16, 27]。
这里只让这些工作支持研究背景、1-RDM与密度泛函的区别及微分一致性问题，不用它们代替空间核定理。

5.3 README各组公式在本稿中的覆盖位置

README多次重复相同等式，下表按独立公式族合并，不把重复排版当成不同推导。模型 Hamiltonian、参
数值、候选拟合式及损失函数属于定义或设计；它们说明来源与用途，而不是伪装成可由公理推出来的数值
结果。

README节号 公式/论点 本稿对应推导或处理

一–二 研究问题、DFT/QPT文献链 第 1节；文献归属与新颖性边界。
三 Hg, Eg, Fg, ni, χ, F

′′ 式 (2.1)–(2.9)；补系综、凹凸、零模、谱符
号。

四–五 ξ, η, χ(k, ω), F ′′
c 式 (2.13)–(2.16)；附本征通道命题与假设。

六 F = Ts + EHxc，逆响应差 式 (2.10)–(2.11)、(2.26)；补 KS同密度和投
影条件。

七 有限范围 Fourier、实空间幂律 式 (2.28)–(2.32)；补常数、负号、接触项和
矩阵限定。

八–十 Hubbard、KS bands/gap、两胞响应 式 (3.1)–(3.8)；明确K = 2k与胞内相位。
十一 7/4, 11/4预测 式 (2.16)、(2.30)；Hxc为条件性通道预测。
十二 ED、Hellmann–Feynman、Legendre重

建
式 (2.4)–(2.6)、(4.1)–(4.4)；附本次实际小系
统数据。
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十三–十四 gap、熵、等时关联与静态响应 式 (2.7)、(2.17)；阶段 B–C详述观测量和时
间积分差别。

十五–十七 场维数、响应矩阵、L7/4 式 (2.18)–(2.19)、(4.7)；修正未归一化总响
应的额外 L。

十八–十九 Lindhard与 Hxc投影 式 (3.7)、(3.9)–(3.15)；这是本稿对原方案最
重要的补充。

二十–二十二 拟合、Fourier、CFT振幅 式 (4.10)、(2.21)–(2.25)、(2.28)；给独立幅
度与不确定度路线。

二十三–二十六 离临界塌缩、一阶、Gaussian 第 2节末及阶段 F；式 (2.33)，不定义未经
证明的 ξF = ξ。

二十七 三临界 37/20, 57/20 式 (2.20)；阶段 G 添加第二相关场和指数
分辨率要求。

二十八–三十 finite-range no-go、ML导数 式 (2.32)、(4.11)、(4.12)；明确固定范围及
C2 条件。

三十一–三十二 go/no-go、病态、极限次序 阶段 B–G；式 (4.8)修正“取倒数总会放大
误差”的笼统说法。

三十三–三十五 模块、参数与七幅图 第 4 节的阶段化方案、数据规范及图表计
划。

三十六–四十 完成层级、学习路线与第一批工作 第 1 节结构及下文完成判据；不承诺特定
期刊档次。

5.4 最需要修改的原始表述

1. 将 “χ ∼ A|k|−p，A > 0”改为正响应 X = −χ的表述；原 +vn约定下 χ负半定。
2. 将所有 ∂〈

∑
n〉/∂h的尺寸标度明确除以源范数。全系统总量与强度归一化响应不能混写。

3. 将 “KS gapped，所以 χ−1
s 解析”改为通道条件；本次实际计算已经展示完整逆矩阵与 CDW投影倒数不

同。
4. 不忽略 [18]的平滑密度导数耦合。不把本征值的 Fourier变换自动视为某个实空间格点矩阵元。
5. 将 r−11/4写为分离出的 CDW分数幂成分的预测；在证明矩阵背景条件前，不声称它是完整 Hxc核唯一
或主导的长程尾。

6. 不把“非 Gaussian”视为充分数学假设；检查密度重叠、实际幂/对数结构、KS分配、可微性和极限次序。
7. 不将一阶共存点的非可微性或有限链隧穿响应当作普通分支曲率；不把总粒子数方向的导数不连续性与
固定 N 的 CDW空间核混同。

8.“固定范围不能精确”限定为固定参数规则下的泛函 Hessian临界奇异部分；不推出任何有限数据训练都
无法获得良好的能量。

5.5 写作与提交前的核对表

每个核心等式在稿中应有四个信息：变量/归一化、假设、推导或出处、可否由数据检验。式 (2.9)是恒等式；
式 (2.16)是临界假设下的推论；式 (2.26)是额外 KS条件下的命题；式 (3.11)的算符输入来自参考文献；式
(4.10)是统计候选模型。这五种性质必须让读者一眼区分。

没有 DMRG数据前，正文VI–VII应保持研究计划时态。未来填入结果时应同时给相界估计、场幅外推、bond
dimension/尺寸/窗口依赖、矩阵混合、原始响应和拟合脚本；不能只给最佳拟合图。若 Hxc归属条件失败，改
写题目与摘要围绕已成立的全泛函或矩阵结果，不隐藏失败条件。

本稿使用项目提供的 arxiv.sty，保留原 template.tex与示例文献库，另外建立自己的正文和 BibTeX。中
文采用 TeX Live自带 Fandol字体，不依赖模板中的Windows手写体。编译采用 XeLaTeX、BibTeX、XeLaTeX
两遍；中文工作稿是内部研究文档，最终投稿语言、篇幅与目标期刊格式应再单独处理。
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